
sehen Wer t des magnetischen Moments auf t re ten. Es 
erhebt sich deshalb die Frage , ob nicht auch beim 
Elektron ein solcher „Feldbei t rag" zum magnetischen 
Moment vorhanden ist. Das ist tatsächlich auf Grund 
der Quantenelektrodynamik zu erwarten, wie folgende 
Über legung zeigt: Die Quantenelektrodynamik füh r t 
zu Abweichungen von den Maxwellsehen Gleichun-
gen, die anschaulich so e rk lä r t werden können, daß in 
Gebieten großer Energiedichte des elektromagneti-
schen Feldes die Möglichkeit zur Bildung (vir tuel ler) 
Elekt ron-Posi t ron-Paare besteht. Bei der Bildung 
eines solchen Paares wird im allgemeinen der Dreh-
impuls dadurch gewährt bleiben, daß beide Teilchen 
entgegengesetzten Spin haben. Dann liegen aber in-
folge der entgegengesetzten Ladungen ihre magneti-
schen Momente in der gleichen Richtung und geben 
eine nicht verschwindende Resultierende. Durch ein 
äußeres magnetisches Feld wird eine der beiden 
möglichen Einstel lungsr ichtungen energetisch bevor-
zugt, und man überlegt leicht, daß auf diese Weise 
ein Paramagnetismus des Vakuums zustande kommen 
muß. Ein Elekt ron ist also von einer solchen para-
magnetischen Wolke umgeben, und diese wird durch 
das magnetische Moment des Elektrons polarisiert 
werden, so daß das Moment des Elektrons um diesen 
„Polar isat ionsantei l" öjx erhöht erscheint. 

Eine quant i ta t ive Durchführung dieser Rechnung 
würde zunächst durch die üblichen Divergenzschwie-
r igkei ten erschwert werden. Die folgende Überlegung 
wird aber wohl ein Maß f ü r die Größenordnung des 
zu erwar tenden Effekts l iefern. 

Wir gehen aus . von der Veral lgemeinerung der 
Maxwellschen Gleichungen, die von H e i s e n b e r g 
und E u l e r 1 auf Grund der Diracschen Löchertheo-
rie aufges te l l t worden ist. Daraus ergibt sich insbe-
sondere f ü r den Zusammenhang zwischen § und 33 
(unter Vernachlässigung der in 93 nichtlinearen Glie-
der) 

Dabei ist a = Vm die Sommerfeldsche Fe ins t ruk tur -
konstante und E0 = m2c4/e3 die „Feldstärke am Rande 
des Elekt rons" . Aus dieser Gleichung kann man so-
fo r t die magnetische Suszeptibilität des Vakuums ab-
lesen, und f ü r das induzierte Moment bekommt man 

9)1 " 180 n2 a A0
2 

2\ 

man f ü r das Polarisationsmoment 

da = f m c h . 

Die Durch füh rung der Rechnung ergibt 

Ö^i 
Ii 

4 -t 

3 ~ 180 -T2 « E 0
2 / r 

nr dr. (3) 

(2) 

Das Integra l d ivergier t an der unteren Grenze. Man 
wird aber etwa die Größenordnung des wirklichen 
Effektes bekommen, wenn man nur bis zum „Elek-
t ronenradius" r0 = e- Im c- in tegr ier t . Dann ergibt sich 

ö/x 
u 

1 
3 • 1 8 0 a • n 

= 0 ,08 . (4) 

Allerdings gilt Gl. (2) nur fü r Felder, die räum-
lich und zeitlich langsam veränderlich sind, also 
sicher nicht in unmit telbarer Nähe des Elektrons. 
Trotzdem w-ird (2) wohl die richtige Größenordnung 
auch in unserem Falle liefern. 

Setzt man f ü r (£ und 93 das Feld einer Punkt ladung 
e bzw-. eines magnetischen Dipols ^ ein, so bekommt 

1 E u 1 e r . Ann. Physik 26, 398 [1936]: H e i s e n -
b e r g u. E u l e r , Z. Physik 98, 714 [1936], Vgl. 
auch W e n t z e l , Quantentheorie der Wellenfelder, 
Wien 1943, S. 190 (Druckfehler! Es muß dort H statt 
h® heißen) . 

Demnach wäre gleich 8% des Bohrschen Magne-
tons. Dieser Wer t ist etwa 80-mal größer als der tat-
sächlich von R a b i gemessene. Eine bessere Über-
einstimmung wäre bei der oben benutzten sehr groben 
Abschneidevorschrift reiner Zufal l gewesen. Der 
Wer t des In tegra l s in (3) ist nämlich der vierten 
Potenz der unteren Grenze proportional, so daß ein 
Fak tor von der Größenordnung 1 bei der Wahl von 
r t schon zwei Zehnerpotenzen bei ausmachen kann. 
Das hängt damit zusammen, daß der größte Bei t rag 
zu 6|x gerade von den Gebieten kommt, in denen (1) 
schon keine brauchbare Näherung mehr ist. Vielleicht 
können später die verfe iner ten Abschneidevorschrif-
ten, die sich in der jüngsten Zeit bei der Quanten-
elektrodynamik bewähr t und zur verbesserten Deu-
tung der Wassers tof f -Fe ins t ruk tur geführ t haben, 
auch den Wer t des magnetischen Elektronenmoments 
befriedigend deuten 2 . 

Aus (1) ergibt sich übrigens, daß die Suszeptibili-
tä t des Vakuums Tensorcharakter hat und von der 
gegenseitigen Orient ierung von 93 und (E abhängt. 
Daraus folgt, daß das Elekt ron auch ein magnetisches 
Quadrupolmoment besitzen muß. 

2 Anm. bei der Korr . : Wie aus einer inzwischen 
zugänglich gewordenen Notiz in Physic. Rev. 73, 416 
[1948] hervorgeht , ist eine derar t ige Rechnung be-
rei ts von J. S c h w i n g e r mit ausgezeichnetem Er-
folg durchgeführ t worden. Demgegenüber dür f te der 
Sinn der vorliegenden Notiz in einer anschaulichen 
Deutung des Ef fek tes zu sehen sein. 

Über magnetische Zylinderlinsen mit korrigier-
tem Bildfehler 

Von H e i n r i c h H i n t e n b e r g e r 
Kaiser-Wilhelm-Institut für Chemie, Tailfingen 

(Z. Natur forschg . 3 a, 125—127 [1948]: eingeg. am 8. J a n u a r 1948) 

Die Wirksamkei t geradlinig begrenzter , homogener 
magnetischer Felder als Zylinderlinsen f ü r Ionen und 
Elektronen wurde mehrfach un te r such t 1 und ange-

1 W. E. S t e p h e n s , Physic. Rev. 45, 513 [1934]; 
R. H e r z o g , Z. Physik 89, 447 [1934]; L. C a r t a n , 
J. Physique Radium 8, 453 [1937], 
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wendet2 . Es handelt sich dabei stets um eine Fokus-
sierung erster Ordnung, d .h . die von einem Punk t 
ausgehenden Strahlen werden in einem Bild verei-
nigt, dessen Ausdehnung bei Abbildung durch ein 
schmales Strahlenbündel der Winkelwei te a in erster 
Näherung von a verschwindet. Versuche, die Bildfeh-
ler dabei herabzudrücken, sind in der L i t e ra tu r nur 
wenige zu finden3. Eine Fokussierungsmöglichkei t 
zweiter Ordnung, bei der die Ausdehnung des Bildes 
eines Punktes auch in zweiter Näherung von a Null 
wird, hat neuerdings B a i n b r i d g e 4 angegeben, der 
bei senkrechtem Ein- und Aus t r i t t kreisförmige Pol-
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Abb. 1. Ein homogenes Magnetfeld sammelt Strahlen, 
die aus Pi kommen, exakt in P2, wenn die Feldgren-
zen gx und g2 durch die Gl. 

x (a;, — x) 
y —»i = x{x.2 — X) 

und y — y, — -
Y r- — x-y r '2 — x 

gegeben sind. 

schuhgrenzen von passendem Krümmungsrad ius be-
nutzt. 

Durch geeignete Wahl der Form der Polscliuhe ist 
es möglich, eine exakte Fokuss ie rung zu erreichen. 
Wählen wir ein homogenes Magnetfeld im positiven 
ar-Raum so, daß es auf der einen Seite durch die y-
Achse, auf der anderen durch die Kurve g' in Abb. 1 mit 

V ~ !h = 
X (Xx — X) 
y r 2 _ 3.2 

(r = Bahnradius im Magnetfeld) 

(1) 

2 J . M a t t a u c h u. ß . H e r z o g , Z. Physik 89, 
786 [1934] i zusammenfassend: J. M a t t a u c h , Er-
gebn. exakt. Naturwiss. 19, 171 [1940], 

3 W . R. S m y t h e u. R u m b a u g h , Physic. Rev. 
45, 724 [1934]; H. Vo g e s u. G. R u t h e m a n n , Z. 
Physik 114, 709 [1939]; B. F. S h u 11 u. D. M. D e n -
n i s o n , Physic. Rev. 71, 681 [1947], 

begrenzt wird, so läßt sich zeigen, daß alle Strahlen, 
die paral lel zur a;-Achse in positiver Richtung mit 
2/ = 2/i ins Feld kommen, durch den Punkt Pt O i , yt) 
gehen. Wenn wir ein ähnliches Feld ungefähr spiegel-
bildlich zur y-Achse so wählen (Kurve g" in Abb. 1), 
daß Strahlen, die parallel zur x-Achse in negat iver 
Richtung ins Feld kommen, im Punk t P2 (x2, y2) 
(x2 = negativ) fokussiert werden, so erreichen wir 
durch die Kombination beider Felder, daß alle Strah-
len, die aus P± kommen, exakt in P2 fokussiert werden 
und umgekehrt . 

Die Kurve (1) hat an der Stelle 

x , = 
3 x , — V 9 x , 2 — 8 r 

(2) 

einen Wendepunkt . Für ihren Krümmungsradius er-
hält man: 

r413 r V[r2 (r2 + V ) - 4 r*xxi~+rl x2 — 
(,.2 _ X2} (x2 — 3x1x + 2 r 2) ~ ' 

(3 ) 
Wir können aus der Feldbegrenzung f ü r exakte 

Fokuss ierung leicht Bedingungen f ü r eine Fokussie-
rung beliebig hoher Ordnung ableiten, indem wir die 
Kurven vom Typus (1) auf der Ein- und Austr i t t s -
seite in der Nähe des Ein- und Aust r i t t spunktes des 
Mittelstrahles durch Näherungskurven ersetzen, die 
sich beliebig eng an die Feldgrenzen f ü r exakte Fokus-
s ierung anschmiegen. 

Wählen wir als Näherungskurven die Tangenten, so 
erhalten wir eine Fokussierung erster Ordnung, und 
aus der ersten Ableitung der Gl. (1) lassen sich f ü r 
Objekt und Bildentfernung V und l", Ein- und Aus-
trittswinkel e\ s" und Ablenkwinkel <5 = 9' + 9" die 
Beziehungen ableiten: 

V 
r 

l" 
r 

cos (f 
sin (y' — e') 

cos cp" 
sin (<p" — t") 

cos e 

cos £ (4) 

Daraus folgt unmittelbar die C a r t a n sehe1 Bildkon-
st rukt ion und f ü r e' = s " = 0 die bekannte Tatsache, 
daß bei senkrechtem Ein- und Aust r i t t Gegenstand, 
Bild und Bahnmittelpunkt auf einer Geraden liegen. 

Sorgen wir dafür , daß die Feldgrenzen zu Wende-
tangenten werden, so t r i t t Fokuss ierung zweiter Ord-
nung ein und es lassen sich dafür aus (2) die Bezie-
hungen ableiten 

l' 2 
= -— cot <p , 

l " 2 
- = cot <( (5 l) 

4 K. T. B a i n b r i d g e , 7*h Solvay Congress in 
Chemistry, 21.—28. Sept. 1947. Ich danke Hrn. Prof . 
M a t t a u c h , der mir den Einblick in das Manuskript 
des Vor t rages von Hrn. Prof. B a i n b r i d g e ermög-
lichte. 



die mi t (4) nur f ü r bestimmte E in- und Austrittswinkel 
verträglich sind, f ü r die 

t g e ' = — - ö - t g q>', 

ist. F o k u s s i e r u n g zwei te r O r d n u n g t r i t t auch ein, wenn 
als F e l d g r e n z e n K r ü m m u n g s k r e i s e an (1) im Ein- und 
A u s t r i t t s p u n k t gewäh l t w e r d e n . F ü r den K r ü m m u n g s -
r a d i u s Q' an der E i n t r i t t s s e i t e e rhä l t man aus (3) , 
w e n n x und xx durch V, cp' u n d e' ausged rück t werden 
(Abb. 1) , 

Q —r n cos2 (f' 
V f 2 1 3 

2 — sin y cos y' + T 
cos 

= r 

(p' cos <p' — 3 — sin cp' j 
£1' 

(6) 

i V • , cos2 e' (cos e' + 3 — sin £ 

Die gleiche F o r m e l gibt auch den Krümmungsradius 
q" an der Austrittsstelle, wenn man V, 9' und e' durch 
l", 9 " und e" ersetzt. 

E s fo lgen d a r a u s auch die Bez iehungen (5), wenn 
w i r Q unend l ich werden lassen , und mi t H i l f e von (4) 
die von B a i n b r i d g e angegebene Bez iehung 

<p I <p , ,, 
Q = r cot3 — K —(f ' — tp ; e =e = 01 

f ü r s e n k r e c h t e n Ein- und A u s t r i t t schmaler S t rahlen-
bünde l be i s y m m e t r i s c h e r Abbi ldung . 

W i e be i a n d e r e r G e l e g e n h e i t geze ig t w e r d e n wi rd , 
können die h i e r a n g e g e b e n e n F o r m e l n f ü r Q noch ver -
a l l g e m e i n e r t werden . 

A n w e n d u n g s m ö g l i c h k e i t e n der abge le i t e t en Resul-
t a t e e r g e b e n sich insbesondere beim B a u von Massen-
s p e k t r o m e t e r n mit s e k t o r f ö r m i g e m Magnet fe ld . 

Zur Isotopenanreicherung durch elektrolytische 
Überführung in wäßrigen Lösungen 

Von A l f r e d K l e m m 
Kaiser -Wilhe lm-Ins t i tu t f ü r Chemie, Tailfingen 

(Z. Natur forschg . 3 a, 127—128 [1948]; eingeg. am 10. J anua r 1948) 

W ä h r e n d des K r i e g e s s ind e r s t m a l s Versuche in 
USA e r f o l g r e i c h gewesen , I so topenhäu f igke i t sve rhä l t -
n isse du rch I o n e n w a n d e r u n g in w ä ß r i g e n Lösungen 
zu verschieben 1 . 2 . Das V e r h ä l t n i s der T rans l a t ionsge -
schwind igke i t en r e l a t i v zum W a s s e r w u r d e beim 
K a l i u m u n a b h ä n g i g vom Anion (C l — oder S0 4 ) 
und u n a b h ä n g i g von der K o n z e n t r a t i o n (Molverhä l tn i s 

1 A. K. B r e w e r , S. L . M a d o r s k y , J . K. 
T a y l o r , V. H. D i b e l e r , P . B r a d t , 0 . L. 
P a r h a m , R. J . B r i 11 e n u. J . G. R e i d , J . Res. 
na t . Bu r . S t a n d a r d s 38, 137 [1947], 

KCI/H2O = Vsb bis Vi») zu 39it-/41w = 1,00385 und beim 
Chlor (NaCl /H 2 0 = Vso) zu 35wl37w = l,002O7 g e f u n d e n . 

Nachdem diese Zah len b e k a n n t sind, sche in t es, daß 
bei den f r ü h e r e n W a n d e r u n g s v e r s u c h e n von K e n -
d a l i , P i 11 e y und ande ren die Atomgewich t sbe -
s t i m m u n g u n g e n a u e r , oder die V e r v i e l f a c h u n g in fo lge 
unzu l äng l i che r V e r h ü t u n g der R ü c k m i s c h u n g k l e ine r 
gewesen ist, a ls ich a u s den L i t e r a t u r a n g a b e n abge-
schä tz t h a t t e 3 ; sons t h ä t t e n auch die f r ü h e r e n A u t o r e n 
A n r e i c h e r u n g e n f inden müssen . 

Als a l lgemein d e n k b a r e U r s a c h e n f ü r den I so topen-
un te r sch ied der e l ek t ro ly t i s chen T r a n s p o r t g e s c h w i n -
d igke i t en geben die amer ikan i schen A u t o r e n a n 1 : 

1. Un te r sch ied der Wanderungsgeschwindigkeiten 
von gleichstark hydratisierten Ionen, 

2. Un te r sch ied der H y d r a t a t i o n der Ionen , 
3. I so top i ee f f ek t zwischen Ionen und und issoz i i e r -

ten Molekülen . 

Als H inwe i s f ü r den zwe i t en E f f e k t w i r d ange-
f ü h r t , daß Zeol i the 41K f e s t e r als 39K b inden 4 , und als 
Beispiel f ü r den d r i t t e n E f f e k t w i r d die I so topen-
ve r sch i ebung zwischen C 0 3 und C 0 2 genann t . F ü r 
Ka l iumsa lze w i r d der d r i t t e E f f e k t w e g e n des hohen 
Di s soz i a t i onsg rades a l s n ich t v e r a n t w o r t l i c h ange-
sehen. Auf G r u n d des e r s t en E f f e k t e s a l le in w i r d ge-
schä tz t ™w I % = / 4 1 K • 7 H 2 0 / 39K • 7 H 2 0 = 1.006. 

Im fo lgenden wol len w i r eine F o r m e l able i ten , die 
den Z u s a m m e n h a n g zwischen dem E l e m e n t a r e f f e k t q 
(oder e) = ^ w j ^ w und der G r ö ß e j ene r u n t e r 1 b is 3 
a n g e f ü h r t e n P r i m ä r e f f e k t e ang ib t . 

E in E l e k t r o l y t en tha l t e ein E l e m e n t mi t e in igen 
Iso topen , die w i r durch Indices l i nks oben u n t e r -
scheiden. D a s E l e m e n t komme in ve r sch iedenen Zu-
s tänden vor , e t w a als u n h y d r a t i s i e r t e s Ion, a ls ein-
fach, zwei fach u s w . h y d r a t i s i e r t e s Ion und a l s P a r t -
ne r in e inem Molekül . Diese Z u s t ä n d e des E l e m e n t s 
kennze ichnen w i r durch Ind ices r ech t s un t en . Kon-
zen t r a t ionen beze ichnen wi r mit c . F e r n e r f ü h r e n w i r 
fo lgende Molenbrüche e in : 

Dabe i g i l t 

W e n n sich n u n der homogene E l e k t r o l y t in e inem 
homogenen ä u ß e r e n Fe ld bef indet , so mögen je nach 
Zus t and und I so top ve r sch iedene T r a n s p o r t g e s c h w i n -
d igke i t en 'ws [cm/sec] a u f t r e t e n . Im Mit te l w i r d 
dann das I so top i mit der Geschwindigkei t 

<u, = 2 T/y/wJ 2 r Vs 
s S 

2 J . W . W e s t h a v e r , ebenda 88, 169 [1947]; S. 
L M a d o r s k y u. S. S t r a u s , ebenda 38, 18o 
[1947]. 

3 A. K l e m m , Z. N a t u r f o r s c h g . 2 a , 9 [1947]. 
4 T. J . T a y 1 0 r u. H. C. U r e y , J . chem. P h y -

sics 6, 429 [1938]; A. K. B r e w e r , Ind . E n g n g . 
Chem. 61, 1597 [1939]. 


