NOTIZEN

schen Wert des magnetischen Moments auftreten. Es
erhebt sich deshalh die Frage, ob nicht auch beim
Elektron ein solcher ,Feldbeitrag™ zum magnetischen
Moment vorhanden ist. Das ist tatséichlich auf Grund
der Quantenelektrodynamik zu erwarten, wie folgende
Uberlegung zeigt: Die Quantenelektrodynamik fiihrt
zu Abweichungen von den Maxwellschen Gleichun-
gen, die anschaulich so erklirt werden konnen, dafl in
Gebieten groBer Energiedichte des elektromagneti-
schen Feldes die Moglichkeit zur Bildung (virtueller)
Elektron-Positron-Paare hesteht. Bei der Bildung
eines solchen Paares wird im allgemeinen der Dreh-
impuls dadurch gewahrt bleiben, daf heide Teilchen
entgegengesetzten Spin haben. Dann liegen aber in-
folge der entgegengesetzten Ladungen ihre magneti-
schen Momente in der gleichen Richtung und geben
eine nicht verschwindende Resultierende. Durch ein
duBeres magnetisches Feld wird eine der beiden
méglichen Einstellungsrichtungen energetisch bevor-
zugt, und man iiberlegt leicht, dafl auf diese Weise
ein Paramagnetismus des Vakuums zustande kommen
muf. Ein Elektron ist also von einer solchen para-
magnetischen Wolke umgeben, und diese wird durch
das magnetische Moment des Elektrons polarisiert
werden, so dalh das Moment des Elektrons um diesen
. Polarisationsanteil” du erhoht erscheint.

Eine quantitative Durchfithrung dieser Rechnung
wiirde zunichst durch die iiblichen Divergenzschwie-
rigkeiten erschwert werden. Die folgende Uberlegung
wird aber wohl ein Mafl fiir die GroRenordnung des
zu erwartenden Effekts liefern.

Wir gehen aus.von der Verallgemeinerung der
Maxwellschen Gleichungen, die von Heisenberg
und Euler? auf Grund der Diracschen Lochertheo-
rie aufgestellt worden ist. Daraus ergibt sich insbe-
sondere fiir den Zusammenhang zwischen  und B
(unter Vernachlissigung der in B nichtlinearen Glie-

der)
4: .
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Dabei ist o = %/13; die Sommerfeldsche Feinstruktur-
konstante und E, = m2c*/¢? die , Feldstirke am Rande
des Elektrons“, Aus dieser Gleichung kann man s=o-
fort die magnetische Suszeptibilitit des Vakuums ab-
lesen, und fiir das induzierte Moment bekommt man

m sz 7C(EB)—2B6). (2

1
. 180 w2 a kj

Allerdings gilt Gl (2) nur fiir Felder, die rdum-
lich und zeitlich langsam veréinderlich sind, also
sicher nicht in unmittelbarer Néhe des Elektrons.
Trotzdem wird (2) wohl die richtige Grifienordnung
auch in unserem Falle liefern.

Setzt man fiir € und B das Feld einer Punktladung
e bzw. eines magnetischen Dipols u ein, so hekommt

t Euler, Ann. Physik 26, 398 [1936]: Heisen-
herg u. Euler, Z. Physik 98 714 [1936]. Vgl.
auch Wentzel, Quantenthbeorie der Wellenfelder,
Wien 1943, S.190 (Druckfehler! Es muly dort i statt
h® heillen).
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man fiir das Polarisationsmoment
o :/93? dy .
Die Durchfiihrung der Rechnung ergibt
o 4 1 T o2
T = T8  1an a2 2 s dr. (3)
" 3 18072aky ”?

ot
Das Integral divergiert an der unteren Grenze. Man
wird aber etwa die Griofenordnung des wirklichen
Effektes bekommen, wenn man nur bis zum ,Elek-

tronenradius™ ro = 2/ m¢? integriert. Dann ergibt sich
R L 0,08 1
w  8-180a-w — T &

Demnach wire du gleich 8% des Bohrschen Magne-
tons. Dieser Wert ist etwa 80-mal grofier als der tat-
siichlich von Rabi gemessene. Eine bessere Uber-
einstimmung wire bei der oben benutzten sehr groben
Abschneidevorschrift reiner Zufall gewesen. Der
Wert des Integrals in (3) ist ndmlich der vierten
Potenz der unteren Grenze proportional, so dafl ein
Faktor von der Grobenordnung 1 bei der Wahl von
ry schon zwei Zehnerpotenzen bhei du ausmachen kann.
Das hingt damit zusammen, dafl der grofite Beitrag
zu dp gerade von den Gebieten kommt, in denen (1)
schon keine brauchbare Niherung mehr ist. Vielleicht
konnen spiiter die verfeinerten Abschneidevorschrif-
ten, die sich in der jiingsten Zeit bei der Quanten-
elektrodynamik bewihrt und zur verbesserten Deu-
tung der Wasserstoff-Feinstruktur gefithrt haben,
auch den Wert des magnetischen Elektronenmoments
befriedigend deuten?.

Aus (1) ergibt sich iibrigens, dal die Suszeptibili-
tit des Vakuums Tensorcharakter hat und von der
gegenseitigen Orientierung von B und € abhingt.
Daraus folgt, daf das Elektron auch ein magnetisches
Quadrupolmoment besitzen muf.

2 Anm. bei der Korr.: Wie aus einer inzwischen
zugiinglich gewordenen Notiz in Physic. Rev. 73, 416

" [1948] hervorgeht, ist eine derartige Rechnung be-

reits von J. Schwinger mit ausgezeichnetem Er-
folg durchgefiihrt worden. Demgegeniiber diirfte der
Sinn der vorliegenden Notiz in einer anschaulichen
Deutung des Effektes zu sehen sein.

Uber magnetische Zylinderlinsen mit korrigier-
tem Bildfehler
Von Heinrich Hintenberger
Kaiser-Wilhelm-Institut fiir Chemie, Tailtingen
(Z. Naturforschg. 3a, 125—127 [1948]: eingeg. am 8. Januar 1948)
Die Wirksamkeit geradlinig begrenzter, homogener
magnetischer Felder als Zylinderlinsen fiir Ionen und
Elektronen wurde mehrfach untersucht! und ange-

t W.E. Stephens, Physic. Rev. 45, 513 [1934];
R. Herzog, Z. Physik 89, 447 [1934]; L. Cartan,
J. Physique Radium 8, 453 [1937].
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wendet?. Es handelt sich dabei stets um eine Fokus-
sierung erster Ordnung, d.h. die von einem Punkt
ausgehenden Strahlen werden in einem Bild verei-
nigt, dessen Ausdehnung bei Abbildung durch ein
schmales Strahlenbiindel der Winkelweite « in erster
Néherung von a verschwindet. Versuche, die Bildfeh-
ler dabei herabzudriicken, sind in der Literatur nur
wenige zu finden® Eine Fokussierungsmoglichkeit
zweiter Ordnung, bei der die Ausdehnung des Bildes
eines Punktes auch in zweiter Nidherung von a Null
wird, hat neuerdings Bainbrid ge? angegeben, der
bei senkrechtem Ein- und Austritt kreisférmige Pol-
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Abb. 1. Ein homogenes Magnetfeld sammelt Strahlen,

die aus P; kommen, exakt in P,, wenn die Feldgren-
zen g, und g, durch die Gl

x (2, — x)

Yy — =

y 1 V r2— g2

gegeben sind.

x(@—x}
und y —yy=————

]/r‘l Jp

schuhgrenzen von passendem Kriimmungsradius he-
nutzt.

Durch geeignete Wahl der Form der Polschuhe ist
es moglich, eine exakte Fokussierung zu erreichen.
Wihlen wir ein homogenes Magnetfeld im positiven
z-Raum so, daB es auf der einen Seite durch die y-
Achse, auf der anderen durch die Kurve ¢’ in Abb. 1 mit

T (g — x)
Vo —a?

(r = Bahnradius im Magnetfeld)

(1)

Yy—lh=

*J. Mattauch u. R. Herzog, Z. Physik 89,
786 [1934]; zusammenfassend: J. Mattauch, Er-
gebn. exakt. Naturwiss. 19, 171 [1940].

* W.R.Smythe uu Rumbaugh, Physic. Rev.
45, 724 [1934]; H. Voges u. G. Ruthemann, Z.
Physik 114, 709 [1939]; B.F.Shull w. D. M. Den -
nison, Physic. Rev. 71, 681 [1947].
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begrenzt wird, so 1Bt sich zeigen, dall alle Strahlen,
die parallel zur z-Achse in positiver Richtung mit
Y = y1 ins Feld kommen, durch den Punkt P, (@1, y1)
gehen. Wenn wir ein dhnliches Feld ungefihr spiegel-
bildlich zur y-Achse so wiihlen (Kurve g” in Abb. 1),
daBl Strahlen, die parallel zur z-Achse in negativer
Richtung ins Feld kommen, im Punkt P, (2, y2)
(z2 = negativ) fokussiert werden, so erreichen wir
durch die Kombination beider Felder, daB alle Strah-
len, die aus P; kommen, exakt in P, fokussiert werden
und umgekehrt.
Die Kurve (1) hat an der Stelle

Sz, —V9r2__g,2
LR i&;ﬁ - fg " (@)

einen Wendepunkt. Fiir ihren Kriimmungsradius er-
hélt man:

0=
V[r“(ﬂ —{—x12‘)'— 472z 2, + f;m
(r2—2x%) (22 —38 2, + 272 ’
(3)

Wir konnen aus der Feldbegrenzung fiir exakte
Fokussierung leicht Bedingungen fiir eine Fokussie-
rung beliebig hoher Ordnung ableiten, indem wir die
Kurven vom Typus (1) auf der Ein- und Austritts-
seite in der Nihe des Ein- und Austrittspunktes des
Mittelstrahles durch Niherungskurven ersetzen, die
sich beliebig eng an die Feldgrenzen fiir exakte Fokus-
sierung anschmiegen.

Wihlen wir als Niaherungskurven die Tangenten, so
erhalten wir eine Fokussierung erster Ordnung, und
aus der ersten Ableitung der GI. (1) lassen sich fiir
Objekt und Bildentfernung I’ und 1, Ein- und Aus-
trittswinkel &', ¢” und Ablenkwinkel ® = ¢’ + ¢” die
Beziehungen ableiten:

r

U cos ¢’ ,
= ————— 7 COS €
7 sin (¢' — ¢) ’

S cos ¢’ .,
r" :m;”COS& . (4)

Daraus folgt unmittelbar die C a r t an sche? Bildkon-
struktion und fiir ¢’ = ¢” = 0 die bekannte Tatsache,
daB bei senkrechtem Ein- und Austritt Gegenstand,
Bild und Bahnmittelpunkt auf einer Geraden liegen.

Sorgen wir dafiir, dall die Feldgrenzen zu Wende-
tangenten werden, so tritt Fokussierung zweiter Ord-
nung ein und es lassen sich dafiir aus (2) die Bezie-
hungen ableiten

I 2 , " 2 .,
r=f—cot(r, =5 cot¢g”,

3 3 (=)

”

*K. T. Bainbridge, 7th Solvay Congress in
Chemistry, 21.—28. Sept. 1947. Ich danke Hrn. Prof.
Mattauch, der mir den Einblick in das Manuskript
des Vortrages von Hrn. Prof. Bainhridge ermdg-
lichte,
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die mit (4) nur fiir bestimmte Ein- und Austrittswinkel
vertriglich sind, fiir die
(¢

’ 1 ’ ’” 1 "
tged =——5tg9, tgé _—_—?tg(p

2

ist. Fokussierung zweiter Ordnung tritt auch ein, wenn
als Feldgrenzen Kriimmungskreise an (1) im Ein- und
Austrittspunkt gewihlt werden. Fiir den Kriimmungs-
radius ¢’ an der Eintrittsseite erhélt man aus 3,
wenn z und z; durch I, ¢’ und ¢’ ausgedriickt werden
(Abh. 1),

V 7 T e
2 9 _sina P
[cos ' 2rs1n¢ °°s¢+r2]
o' =1 7
cos? ¢’ [2 cos ¢’ — 3'7 sin (p’]

(=) v

=7r ’
cos? & (cos &+ 3 = sin e')

Die gleiche Formel gibt auch den Kriimmungsradius
o” an der Austrittsstelle, wenn man V', ¢’ und ¢’ durch
17, ¢” und &” ersetzt.

Es folgen daraus auch die Beziehungen (5), wenn
wir @ unendlich werden lassen, und mit Hilfe von (4)
die von Bainbridge angegebene Beziehung

(I) (f) ’ ” 4 "
Q.':.f'cotﬁ7 (?:—(p =@ ;£=8 =O)

fiir senkrechten Ein- und Austritt schmaler Strahlen-
biindel bei symmetrischer Abbildung.

Wie bei anderer Gelegenheit gezeigt werden wird,
konnen die hier angegebenen Formeln fiir ¢ noch ver-
allgemeinert werden.

Anwendungsmoglichkeiten der abgeleiteten Resul-
tate ergeben sich insbesondere beim Bau von Massen-
spektrometern mit sektorformigem Magnetfeld.

Zur Isotopenanreicherung durch elektrolytische
Uberfiihrung in wafirigen Losungen

Von Alfred Klemm

Kaiser-Wilhelm-Institut fiir Chemie, Tailfingen
(Z. Naturforschg. 3a, 127—128 [1948]; eingeg. am 10. Januar 1948)

Wihrend des Krieges sind erstmals Versuche in
USA erfolgreich gewesen, Isotopenhiufigkeitsverhalt-
nisse durch Ionenwanderung in wifrigen Losungen
zu verschieben12 Das Verhiltnis der Translationsge-
schwindigkeiten relativ zum Wasser wurde beim
Kalium unabhiingig vom Anion (Cl oder SO, )
und unabhiingig von der Konzentration (Molverhéltnis

1 A K. Brewer, S. L. Madorsky, J. K.
Taylor, V. H Dibeler, P. Bradt, O. L.
Parham, R.J.Britten u. J. G.Reid, J. Res.
nat. Bur. Standards 38, 137 [1947].
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KCl/H;0 = /55 bis /120) zu 3*w/*w = 1,003gs und beim
Chlor (NaCl/H;0 = /50) zu 35w/3w = 1,002¢7 gefunden.

Nachdem diese Zahlen bekannt sind, scheint es, daB
bei den friiheren Wanderungsversuchen von Ken-
dall, Pilley und anderen die Atomgewichtsbe-
stimmung ungenauer, oder die Vervielfachung infolge
unzulénglicher Verhiitung der Riickmischung kleiner
gewesen ist, als ich aus den Literaturangaben abge-
schitzt hatte 3; sonst hiitten auch die fritheren Autoren
Anreicherungen finden miissen.

Als allgemein denkbare Ursachen fiir den Isotopen-
unterschied der elektrolytischen Transportgeschwin-
digkeiten geben die amerikanischen Autoren an’:

1. Unterschied der Wanderungsgeschwindigkeiten
von gleichstark hydratisierten Ionen,

2. Unterschied der Hydratation der Ionen,

3. Isotopieeffekt zwischen Ionen und undissoziier-
ten Molekiilen.

Als Hinweis fiir den zweiten Effekt wird ange-
fiihrt, daf Zeolithe #K fester als K binden?, und als
Beispiel fiir den dritten Effekt wird die Isotopen-
verschiebung zwischen COs~ ~ und CO, genannt. Fir
Kaliumsalze wird der dritte Effekt wegen des hohen
Dissoziationsgrades als nicht verantwortlich ange-
sehen. Auf Grund des ersten Effektes allein wird ge-
schiitzt %w [%w = )/ 8K . 7H;0 /%K - 7TH-0 = 1.006.

Im folgenden wollen wir eine Formel ableiten, die
den Zusammenhang zwischen dem Elementareffekt ¢
(oder €) = iw/kw und der Grofe jener unter 1 bis 3
angefiihrten Primireffekte angibt.

Ein Elektrolyt enthalte ein Element mit einigen
Isotopen, die wir durch Indices links oben unter-
scheiden. Das Element komme in verschiedenen Zu-
stinden vor, etwa als unhydratisiertes Ion, als ein-
fach, zweifach usw. hydratisiertes Ton und als Part-
ner in einem Molekiil. Diese Zustinde des Elements
kennzeichnen wir durch Indices rechts unten. Kon-
zentrationen bezeichnen wir mit ¢. Ferner fithren wir
folgende Molenbriiche ein:

I''=c/fc;

iys = ics/ cs i
Dabei gilt .
Sr=1; Siy=1.
8 t

Wenn sich nun der homogene Elektrolyt in einem
homogenen dufieren Feld befindet, so mogen je nach
Zustand und Isotop verschiedene Transportgeschwin-
digkeiten iw, [cm/sec] auftreten. Im Mittel wird
dann das Isotop i mit der Geschwindigkeit

w=23 I "y, w|2T %,

W. Westhaver, ebenda 38, 169 [1947]; S.

L. Madorsky u S. Straus, ebenda 38, 185

7].

A. Klemm, Z. Naturforschg. 2a, 9 [1947].

T.J. Taylor u. H.C. Urey, J. chem. Phy-

sics 6, 429 [1938]; A. K. Brewer, Ind. Engng.
7
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Chem. 61, 1597 [1939].



